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Ozetce —Tek boyutlu kaotik bir fonksiyon olan lojistik den-
kleminin dogrusal olmayan dinamigi, istatistiksel ve spektral
ozellikleri MATLAB ortaminda gerceklestirilen sayisal benze-
timler yardimiyla incelenmistir. Lojistik denklemi icin analog
davranissal bir model gelistirilmis ve denklem ayrik zamanh
calisan sahada programlanabilir analog dizi tiimdevresi kul-
lanilarak gerceklenmistir. Yapilan élciimlerle tasarlanan devrenin
kaotik davrams sergiledigi gozlemlenmistir. Elde edilen sonuclar
sahada programlanabilir analog dizilerin ayrik zamanh kaotik
sistemlerin incelenmesinde ve kaotik isaret iiretiminde kullanmla-
bilecegini gostermistir.

Anahtar Kelimeler—Lojistik fonksiyon, Sahada programlan-
abilir analog diziler, Ayrik zamanl kaos.

Abstract—The non-linear dynamics of the chaotic 1D logistic
map and its statistical and spectral properties are studied
using MATLAB numerical simulations. We have developed an
analog behavioral model and implemented logistic map on a
field programmable analog array chip. Presented measurement
results confirmed the chaotic behavior of the implemented system.
Results show that field programmable analog arrays can be used
to implement discrete time 1D maps for chaotic signal generation.

Keywords—Logistic function, Field programmable analog ar-
rays, Discrete time chaos.

I. GIRIS

Kaos, dinamik sistemlerin kontrol parametrelerinin almig
olduklar1 degerlere gore sergiledigi diizensiz ve karmagik bir
davranis sekli olarak tanimlanabilir. Kaotik bir sistem iki temel
ozelligiyle diger dinamik sistemlerden ayrilir. Bunlardan ilki
baglangi¢ kosullarina hassas bagimlhiliktir. Birbirine ¢ok yakin
iki ilk kosuldan baglayarak zamanda evrilen birbirinin aym
iki kaotik sistemin iirettigi yoriingelerin birbirinden saparak
zamanda evrildigi gozlenebilir. Kaotik bir sistemde baslangi¢
kosullarindaki en kiiciik bir hata, zamanda evrilen sistemde
cok biiyiik sapmalara neden olabilir. Pozitif Lyapunov iisteliyle
karakterize edilen bu 1raksak davranis sekli nedeniyle dogrusal
sistemlerin aksine, kaotik bir sistemin davranig1 hakkinda uzun
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vadeli dogru tahminler yapmak miimkiin degildir. Kaotik sis-
temlerin ikinci 6zelligi ise aperiyodikliktir. Zamanda evrilirken
tiretilen yoriinge periyodik olmamaktadir. Bu nedenle dinamik
sistemin durum degiskenlerine gore faz portresi olusturul-
dugunda, gozlemci, endomorfik durum uzaymda bir gectigi
noktadan bir daha ge¢meyen yoriingelerin olusturdugu bir
sarmal goriintiisityle karsilagir.

Kaotik sistemleri sistem dinamiginin caligma sekline
gore siirekli zaman ve ayrik zaman olarak ikiye ayirmak
miimkiindiir. Stirekli zaman kaotik sistemlerde sistemin evrimi
durum degiskenlerinin birim zamandaki degisim oranina
baghiyken, ayrik zamanli kaotik sistemlerde durum degisken-
lerininin degerlerine baghdir. Ergodik teoriye gore kaotik
sistemler baglangi¢ kogsullarina hassas bagimlilik gosterseler
de uzun vadeli istatistiksel 6zellikleri baglangi¢ kosullarindan
bagimsizdir [1]. Elektronik olarak gergeklenebilen kaotik sis-
temler genis banth giiriiltii kaynag [2], diisiik elektromanyetik
1sinimhi saat iiretecleri [3], haberlesme sistemleri [4] ve krip-
toloji [5], [6] gibi pek ¢ok alanda kullanilmaktadir.

Bu calismada basit bir matematiksel ifadeye sahip ol-
masina ragmen kontrol parametresinin degerine bagli olarak
cok zengin dinamik davranis sergileyebilen lojistik fonksiyo-
nunun istatistiksel ve spektral 6zellikleri MATLAB ortaminda
gerceklegtirilen sayisal benzetimler yardimiyla incelenmistir.
Geligtirilen analog davramigsal model temel alinarak lojistik
fonksiyonu ayrik zamanli c¢alisan bir sahada programlanabilir
analog dizi (SPAD) tiimdevresi iizerinde gerceklenmis ve
tasarlanan devrenin kaotik rejimde calistig1 yapilan dlgtimlerle
dogrulanmustir.

II. LOJISTIK FONKSIYONU VE DINAMIK
OZELLIKLERI

Lojistik fonksiyonu literatiire ilk olarak 1838’de P. F.
Verhulst tarafindan biyolojik poptilasyonlarin niifus dinamigini
modelleme amaciyla sunuldu [7]. 1976’da May, bu basit
denklemin ¢ok karmagik davraniglar sergileyebildigini gosterdi
[8]. Matematiksel basitligi ve sergileyebildigi dinamik davranis
zenginligi sebebiyle kaos teorisinde en ¢ok ¢alisilan denklem-
lerden biri olan ayrik zamanh lojistik fonksiyonu,



z(n+1) = Re(n)(1 - z(n)) (1

seklinde tanimlanmistir. R lojistik denkleminin dinamik
davranmigint kontrol eden parametredir. Lojistik denklemi za-
manda bir z(0) ilk degerinden baglayip Sekil 1’de gosterildigi
gibi ayrik adimlarla evrilerek matematiksel olarak

o x™(2(0))} 2)

seklinde tanimlanabilecek bir yoriinge cizer. Sekil 1°de lojistik
denkleminin ayrik zaman adimlariyla irettigi kaotik yoriinge
gosterilmistir. R parametresinin aldig1 degerlere gore lojistik
denklemi degisik dinamik davraniglar sergileyebilir.
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Sekil 1. Lojistik fonksiyonu ve zamandaki evrimiyle ortaya ¢ikan faz portresi.

Lojistik fonksiyonunun kontrol parametresine gore
davramigi Sekil 2’deki dallanma grafi§inde gosterilmistir.
R = 3.57 degerinden sonra kaotik rejime gecildigi
gozlenmektedir. Sekil 2’teki dallanma diyagramina paralel
cizdirilmis olan Lyapunov istelinin sistemin kaotik oldugu
bolgelerde pozitif deger aldif1 gozlenebilir. Lyapunov
istelinin pozitif olmasi dinamik sistemin kaotik rejimde
calistiginin en belirgin gostergesidir ve lojistik denklemi icin
en yiiksek degerini (A = 0.6931) R = 4’te almaktadir. Kaotik
sistemin iiretecegi entropinin Lyapunov {steliyle orantili
oldugu go6zoniine alinirsa sistemin en kaotik davranacagi
noktanin Lyapunov iistelinin en bilylik degerine denk gelen
R = 4’te olacag: anlagilir.

L. LOJISTIK FONKSIYONUNUN ISTATISTIKSEL
ANALIZI

Kaotik sistemlerin uzun vadeli istatistiksel o©zellikleri
baslangi¢ kosullarindan bagimsizdir [1]. Lojistik fonksiyonu-
nun altinda yatan olasilik dagilim fonksiyonunu belirlemek
amaciyla MATLAB ortaminda calistirilan lojistik denklem
modeli, rastsal segilen bir ilk durumdan baslayarak 10> adim
calistirilmigtir. Kaotik yoriingeyi olusturan zaman serisine

Lojistik Fonksiyonu Dallanma Diyagrami
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Sekil 2. Lojistik fonksiyonunun dallanma ve Lyapunov tsteli grafigi.

ait verinin normalize histogramindan yola ¢ikilarak deneysel
olasilik dagilimi Sekil 3’teki gibi elde edilmistir.

Lojistic Fonksiyon Histogrami
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Sekil 3. R = 4 icin olasilik yogunluk fonksiyonu kestirimi.

Dagilimin beta dagilimma olan benzerligi nedeniyle en
biiyiikk olabilirlik kestirim yontemiyle dagilima ait gekil
parametreleri o = 0.5, 5 = 0.5, olarak elde edilmigtir. Sekil
ve deger kiimesi parametreleri p = 0,q = 1,

f (117) _ (iﬂ 7p)a71(q - {E)*Bil
’ (q—p)oti=t [Lta=1(1 —t)f=1at"  (3)
x €[p,q], o B>0

biciminde verilen genel beta olasilik dagilim fonksiyonuna
yerlestirilerek analitik olasilik dagilim fonksiyonu,

1
fz(z) = e i) “)



olarak hesaplanmustir.

IV. LOJISTIK FONKSIYONUNUN SPEKTRAL
ANALIZI

Karmasik bir isaret iginde periyodik bilesen olup ol-
madigimi kontrol etmek igin spektral analiz yontemleri kul-
lanilabilir. Kaotik sistemin aperyodik c¢alistigini dogrulamak
icin lojistik denkleminin spektral o6zellikleri incelenmistir.
Denklemin R = 4 igin 10° adimlamasiyla iiretilen zaman
serisine Welch yontemi uygulanarak elde edilen spektral gii¢
yogunluk kestirimi Sekil 4’deki gibi hesaplanmustir. Uretilen
zaman serisi i¢inde periyodik bir bilesen bulunmadig1 spektru-
mun diizliigiinden anlagilmaktadir. Birim frekansa diigen isaret
enerjisi es dagilimlhidir.

Guc Spektrum Yogunluk Kestirimi
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Sekil 4. R = 4 i¢in hesaplanan gii¢ spektrum yogunluk kestirimi.

Uretilen zaman serisinin 6zilinti fonksiyonu Sekil 5’te gos-
terildigi gibi hesaplanmstir. Ozilinti fonksiyonu da iiretilen
zaman serisi i¢inde periyodik bir isaret olmadigini dogrula-
maktadir.
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Sekil 5. R = 4 ic¢in hesaplanan 6zilinti fonksiyonu.

Yapilan hesaplamalara gore, lojistik denkleminin R = 4
icin drettigi zaman serisi spektral olarak beyaz giiriiltiiye
benzer ozellikler sergilemektedir.

V. LOJISTIK DENKLEMININ GERCEKLENMESI]

Ayrik zamanl kaotik sistemin gerceklenebilmesi i¢in trans-
fer fonksiyonu, ilgili denklemi gercekleyen bir devre blogu
ile, zamanda gecikme yaratan bir devre bloguna ihtiyac vardir.
Monolitik tiimdevre gerceklemelerinde denklem yapisina gore
anahtarlamali akim (AA) [9] ya da anahtarlamali kapasitor
(AK) [10] devreleri kullanilabilmektedir. Analog devre pro-
totiplemede monolitik gerceklemeye alternatif bir platform da

SPAD devreleridir. Anadigm tarafindan tretilen AN231E04
timdevresi AK tabanli bir SPAD devresidir [11] ve lojis-
tik denkleminin gerceklenmesi i¢in gereken referans gerilim
iireteci, carpma, ¢ikarma, kazang ve ornekleme-tutma bilegen-
lerine sahiptir. Lojistik denkleminin gerceklenmesi igin Sekil
6’da gosterilen analog davranigsal benzetim modeli gelistir-
ilmigtir.

Sekil 6. Lojistik denkleminin analog davranigsal modeli.

Geligtirilen analog davranigsal model temel alinarak
AN231E04’iin tasarim ortaminda Sekil 7’de gosterildigi gibi
lojistik denklemi gerceklenmistir.
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Sekil 7. Lojistik denkleminin SPAD gerceklemesi.

Ayrik zamanli SPAD iizerinde gergeklenen lojistik den-
kleminin 6l¢iim sonuclart Sekil 8’de verilmistir. Durum
degiskeni z(n+1)’i x(n)’e gore osiloskop yardimiyla 6l¢iilme-
siyle elde edilen faz portresi tasarlanan devrenin kaotik rejimde
caligtifin1 gostermektedir.
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Sekil 8.
Olciimii.

Lojistik denkleminin SPAD gerceklemesinden alinan faz portresi

VI. SONUCLAR

Lojistik fonksiyonunun dogrusal olmayan dinamigini ve
ilgili istatistiksel ve spektral 6zelliklerini incelemek amaciyla
MATLAB ortaminda sayisal benzetimler yapilmigtir. Olasilik
dagilim fonksiyonu Beta(0.5,0.5) olarak hesaplanan lojistik
denkleminin iirettigi zaman serisinin spektral olarak ilintisiz
beyaz giiriiltii gibi davrandig1 yapilan sayisal benzetimlerle
gosterilmigtir. Lojistik denkleminin gerceklenmesi igin analog
davranigsal bir model gelistirilmistir. Analog davranigsal model
temel alinarak anahtarlamali kapasitif tipte bir SPAD tiimdev-
resi tizerinde lojistik denklemi gerceklenmistir. Devreden ali-
nan Olctimlerde lojistik denkleminin faz portresi gozlemlenerek
kaotik davranig dogrulanmigtir. SPAD tiimdevrelerinin ayrik
zamanli kaotik sistemlerin incelenmesinde ve kaotik isaret
tiretiminde kullanilabilecegi gosterilmistir.
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